Capitulo 6. Matrices y determinantes

Objetivo

El alumno aplicara los conceptos fundamentales de las matrices, determinantes y sus propiedades
a problemas que requieran de ellos para su resolucion.

Contenido

6.1 Definicibn de matriz y de igualdad de matrices. Operaciones con matrices y sus
propiedades: adicion, sustraccién, multiplicacion por un escalar y multiplicacion. Matriz
identidad.

6.2 Definicion y propiedades de la inversa de una matriz. Calculo de inversa por
transformaciones elementales.

6.3 Ecuaciones matriciales y su resolucion. Representacion y resolucion matricial de los
sistemas de ecuaciones lineales.

6.4 Matrices triangulares, diagonales y sus propiedades. Definicién de traza de una matriz y
sus propiedades.

6.5 Transposicién de una matriz y sus propiedades. Matrices simétricas, antisimétricas y
ortogonales. Conjugaciébn de una matriz y sus propiedades. Matrices hermitianas,
antihermitianas y unitarias. Potencia de una matriz y sus propiedades.

6.6 Definiciobn de determinante de una matriz y sus propiedades. Calculo de determinantes:
Regla de Sarrus, desarrollo por cofactores y método de condensaciéon. Calculo de la inversa
por medio de la adjunta. Regla de Cramer para la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales de orden superior a tres.

6.1.1. Definicion de matriz.

Matriz: Arreglo rectangular de entes mateméticos (polinomios, funciones, etc.) que usualmente son
nameros.
Definicién: Una matriz de m x n con elementos en C es un arreglo de la forma:

M =

a7 aln]

dm1 " 3Qmn

donde a;{,a13, ., ay, ECYmM,neZ.

En forma abreviada, M= [aj] coni=1, ..., m; j=1, ..., n.

Ej.

2++3i 0 1 {0
A= 8 x|l B=11 2 314 Cc=|2 D=[0 _i]
4 igxz 33x1




6.1.2. Igualdad de matrices

Definicion: Sean A= [a;j] y B= [bj] dos matrices de orden m x n con elementos en C. Ay B son
iguales si: ajj=bjj; coni=1,.., m;j=1,..,n.

6.1.3. Operaciones con matrices
Adicion de matrices.

Si A= [ajj]mxn Y B= [Dj]mxn €ntonces A+B=S= [sj] mx» donde s= a; + b parai=1, ..., m; j= 1, ..., n.
Ej.

3 -5 1 2 |
A=|0 1+i B=[—2 —i] c= [ 2
=21 4 I3 3 —4l3e 23
4 -3
A+B=| -2 1
3-2i 0y

A+ C y B+ C no se pueden efectuar . NO son conformables para la adicién de matrices.

Propiedades de la adicion de matrices.

i) A+ (B+C)=(A+B)+C Asociatividad

ii) A+B=B+A Conmutatividad
iii) A+ 0 = A (Matriz nula del mismo orden) Elemento idéntico
iv) A+ (-A) =0 Elemento inverso

Sustracciéon de matrices.
Si A= [aj]mxn Y B= [bjj]mxn €ntonces A - B se define como A + (-B).

Multiplicacién por un escalar.

Sea A= [aj]mxn Y a € C. El producto aA es una matriz de m x n definida por: aA = aa;
Teorema:

Si Ay B son dos matrices de m x n con elementos en Cy «a, 3 € C, entonces:

i) «(A+B)= aA+aB

i) (a+ B)A= aA+BA

iii) a(BA) = (aB)A

Multiplicacién de matrices.
Si A= [aj]]mxn Y B= [bij]nsg €Ntonces AB= [pj] mxq donde:
n

Ej.



2 9

2 4 0 6

=% 3 .pc=|3 -18 4 _35 ;CA=[_2 —4 4]
S 3 1 -11 3 -15 —6 1 =203
2 5 4x2 - 3x4

AC, BA, CB son NO CONFORMABLES para la multiplicacion de matrices.
AC # CA,AB # BAy BC # CB, - la multiplicacién de matrices NO siempre es conmutativa.

Ej. Demostrar que las matrices A, B y C son conmutables para la multiplicacion.

a=ly Tle=5 ale= 5 5

AB = [_03 _24];BA=[162 _i] AC = _36 é]‘CAz[—% é]

Ay B NO son permutables (conmutables), Ay C Sl son permutables.
Teorema. Sean A, By C matrices de m x n, n X p y p X q respectivamente, cuyos elementos son
nameros complejos, entonces: A(BC) = (AB)C.
Se cumple la ASOCIATIVIDAD en la multiplicacion de matrices.
Ej. Demostrar que las matrices A, B y C cumplen con la asociatividad para la multiplicacién.
1 0
M 215 _[-1 0 17 ~_ -
A=y ale=15 5 ole= [g _;]

Primera forma A(BC): BC = [_24 _12], ABC = [ 160 _02]

Segunda forma (AB)C: AB = [__151 ;2} é] ABC = [ 160 _02]

Teorema. Sean A, By C matricesde mxn, n X py p X g respectivamente, y D, E, F, matrices de m
XN, M XnynXxp respectivamente, cuyos elementos son nimeros complejos, entonces:

i) A(B+C)=AB + AC
ii) (D+E)F = DF + EF
6.1.4. Matriz identidad

Se conoce como "matriz identidad" de orden n a una matriz cuadrada de n x n de la forma:

1 0 .. 0
I = 0 1 : 0
0 0 .. 1

Definicion. Se llama matriz identidad de orden n, a la matriz cuadrada de orden n, I,=[dj], tal que:
61']' = 1, Sii =]
61']' = 0, Sii ;t]



La matriz identidad constituye el elemento idéntico en la multiplicacion de matrices.
Teorema. Si A es una matriz con elementos en C, entonces:

DInA=A

i) Al,= A

6.2. Inversa de una matriz

Definicion. Sea A una matriz de n x n con elementos en C. Una matriz X se dice que es inversa de A
Si:

XA =1,=AX
y se representa con A™.

Nota:

1. Para que una matriz A tenga inversa, es condicién necesaria que sea cuadrada. A” debera ser
cuadrada y del mismo orden que A.

2. NO todas las matrices cuadradas tienen inversa (detA=0).

3. Singular (2 A™1)
Matriz

No singular (3 A71)
4. Si existe la inversa de una matriz cuadrada, ésta es Unica (unicidad).

Teorema: Si Ay B son dos matrices no singulares del mismo ordeny A € C, entonces:
i) A~! estnica

iA@Y 1t=4

i) (AB)"' = B~147!

iv) AA)~! = %A‘l,si A#£0

Célculo de lainversa por transformaciones elementales.
[All] = Ty ... = Ty = [1|A7Y]
Transformaciones elementales
a) Intercambiar dos renglones.
b) Multiplicar un rengléon por un escalar diferente de cero.

c) Multiplicar un renglon por un escalar diferente de cero y sumarlo a otro renglon,
reemplazando este Ultimo por el resultado obtenido.

1 2 -1 JJr 3 -17
Ejl.A=|3 5 6 ;A‘1=E 3 -1 9

0 1 1 -3 1 1

1 3 0 16 —6 3
Ej2.B=|2 6 1|; Bl'=|-5 2 -1

-1 —4 2 -2 1 0

i -1 2 —i 2+i —5-—i
Ej3.C=|0 2—-i 1+43i|; ¢C'=]0 -1 3-i

0 1 i 0 —i 1+2i




6.3. Ecuaciones matriciales

Ej 1. AX+B = 3X

Solucioén:
AX+B=3X;3X—AX=B;(31—A)X=B;X=(31-A)"1B
18 6 -3

X_[—S -3 2]

Ej 2. Dadas las matrices:

A= i ;]‘B:[; —15]

Resolver la ecuacion: AX =B

X= [(1) —1171]

Ej 3. Dadas las matrices:
w=[t Jim=[} Sic=[0 3

Resolver la ecuacoién:2 XA : Blz CO
X= [_43 —23]

Ej 4. Siendo:

A=y gle=[ gle=[; 3l

Calcular el valor de X en las siguientes ecuaciones:
1. XA= B+l

19 -2
X=12 1]
2. AX+B=C

-4 2
X=13 —1]
3. XA+B=2C

_ -9 3
X=111 4
4. AX+BX=C

1r3 -4

X= 7[—1 1]
5. XAB - XC=2C
1 [—14 4

X=72l-23 6

Ej 5. Siendo:
1 0 0 0 1 1 1 0 0
1 1 0of;B=|1 0 0;C=|0 1 O

1 1 1 0 0 1

A=

Resolver la ecuacion matricial:
AX+2B=3C

X=|-5 5 2

5 -3 1

3 -2 —2]



Ej 6. Resolver en forma matricial el sistema:

X+y +z =6
X+2y+5z =12
X+ 4y + 25z = 36

X=3,¥=2,2Z=1
6.3.1. Representacion matricial de un sistema de ecuaciones lineales

Ecuacion matricial: AX = B, donde:

A- Matriz de coeficientes

X- Vector de incégnitas

B- Vector de términos independientes.

Ej. Resolver el siguiente sistema a través de algebra matricial.
X+ 3z= 2

y-2z=-1
X+y+2z=3

A=

1 0 3 X 2 4 3 =3
0 1 -2:X= [y];B = |-1]; Solucién: A~1 = [—2 -1 2 ] X =
Z 3

1 1 2 -1 -1 1

—4
3]
2

6.4. Tipos especiales de matrices cuadradas

Regiones de una matriz cuadrada.

Tridngulo superior

aI‘ll’l

Triangulo inferior Diagonal principal

Traza de una matriz
Definicion: Sea A=[aj] una matriz de n x n con elementos en C. Se llama traza de A y se
representa con Tr(A), al numero:

n

2

i=1

Teorema: Si Ay B son dos matrices de n x n con elementosen Cy a € C.
i) tr(A+B) = tr(A) + tr(B)

i) tr(aA) = a tr(A)

iii) tr(AB) = tr(BA)



Matrices triangulares

Definicion: Sea A=[aj] una matriz de n x n con elementos en C. Se dice que:
1) A es triangular superior si aj = 0 parai > |.
i) A es triangular inferior si aj = 0 para i <j.

Teorema: Si Ay B son dos matrices triangulares superiores (inferiores) del mismo ordeny a € C,
entonces:

i) A+B es triangular superior (inferior)

ii) aA es triangular superior (inferior)

iii) AB es triangular superior (inferior)

Se cumple la propiedad de cerradura para este tipo de matrices.

Matriz diagonal

Los elementos fuera de la diagonal son nulos y distintos entre si.
Definicion: Sea A=[a;] una matriz de n x n con elementos en C. Se dice que A es una matriz
diagonal si aj= 0 para i # j, y se representa como:

diag (a11, @22, .-+, ann)

Teorema: Si Ay B son dos matrices diagonales tales que A= diag (ai1, az», ..., ann) Y B=diag (b11,
b2y, ..., ban) y a € C, entonces:

i) A+B =diag (ai1t+ bi1, azot+ boo, ..., @nnt bnn)

ii) oA =diag (aai1, aazz, ..., 0ann)

iii) AB = diag (a11b11, azob2o, ..., @annbnn)

iv) A' = diag (1/a11, 1/azy, ..., 1/an), si A es no singular.

Matriz escalar

Los elementos fuera de la diagonal son nulos e iguales entre si, pero diferentes de la unidad.

a 0 .. O
M=(:)? (:)=aln

0 0 ... «o



Operaciones sobre una matriz

1. Transposicién: A - AT
Si A = AT — se tiene una matriz simétrica
Si A = —AT - se tiene una matriz antisimétrica

2. Conjugacion: A - A
Si A = A - se tiene una matriz real
Si A = —A - se tiene una matriz imaginaria

3. Conjugacion - Transposicién: A - A*
Si A = A" — se tiene una matriz hermitiana
Si A = —A* — se tiene una matriz antihermitiana

4. Potencia enésima: A - A"
Idempotente

Involutoria

Nilpotente

Periodica

1. Transposicién: A - AT
Los renglones de AT son las columnas de Ay las columnas de AT son los renglones de A.

Definicion: Sea A=[aj] una matriz de m x n con elementos en C. Se llama transpuesta de A a la
matriz de n x m:

AT = [Cl]]' tal que Cl] = aij

2i 5
0 1]

—-i 1-3i

Ej.

AT =

A= @0

5 1 1-3i

Propiedades de la transposicién

Teorema: Si Ay B son dos matrices con elementos en Cy a € C, entonces:
i (A1) =A

i) (aA)T = aAT

ii)(A+B)T=AT +BTsi3A+B

iv) (AB)T = BTAT si 3 AB

Matrices simétricas y antisimétricas (matrices cuadradas)
Definicién: Sea A una matriz de n x n con elementos en C, se dice que:
i) Aessimétricasi AT = A

ii) A esantisimétricasi AT = —A

Ej. Matriz simétrica

-1 5 2-—i
A=| 5 31 —i|; A=AT; ay=a;Vij
2—i i 0




Ej. Matriz antisimétrica

0 -5 —2+i
2—i —i 0

Propiedades de las matrices simétrica y antisimétrica.

Teorema: Si Ay B son dos matrices simétricas (antisimétricas) de nxn y a € C, entonces:
i) A+B es simétrica (antisimétrica)
i) oA es simétrica (antisimétrica)

Teorema: Si A es una matriz de n x n con elementos en C, entonces:
i) A+ AT es simétrica

i) A— AT es antisimétrica

2. Conjugacion: A - A

Definicion: Sea A=[a;j] una matriz de m x n con elementos en C. Se llama conjugada de A a la
matrizde mxn A = [¢;] tal que ¢;; = aj.

Ej.
2 0 —i — [-2i 0 i
a=5 ) sk A= g sl
Teorema: Si Ay B son dos matrices con elementos en Cy a € C, entonces:
) (A)=A
i) cA=aA

ii)A+B=A+Bsi3A+B
iv) AB=ABsidAB

Matrices reales e imaginarias.

Definicion: Sea A una matriz de m x n con elementos en C, se dice que:
i) AesrealsiA=A

ii) AesimaginariasiA = —A

Teorema: Si A es una matriz de m x n con elementos en C, entonces:
i) A+Aesreal

i) A— A esimaginaria

3. Conjugacion - Transposicion: A - A*

La conjugacion transposicion de una matriz A, se representa con A* y esta definida como:

A=A ="



Propiedades de la conjugacién transposicion

Teorema: Si Ay B son dos matrices con elementos en Cy a € C, entonces:
i) (AD*=A

i) (aA)" = A"

iii)(A+B)*=A"+B*si3A+B

iv) (AB)* = B*A" si 3 AB

Matrices hermitianas y antihermitianas (matrices cuadradas)
Definicion: Sea A una matriz de n x n con elementos en C, se dice que:
i) AeshermitianasiA* = A

ii) Aesantihermitianasi A* = —A

Ej. Matriz hermitiana

-1 5 2+4i
A=| 5 3 i|;a;=a; Vij; I(a;) =0, Diagonal principal: R
2—1i —i 0

Ej. Matriz antihermitiana

-i -5 —-2-i
B=| 5 3i —if; by = —b_ji‘v’ i,j; R(a;) = 0, Diagonal principal:
2—1 —i 0

Teorema: Si A es una matriz de m x n con elementos en C, entonces:
i) AA* es hermitiana

ii) A*A es hermitiana

iii) A+ A" es hermitiana (nxn)

iv) A— A" es antihermitiana (nxn)

Potencia enésima

Teorema: Sea A una matriz de n x n con elementos en Cy m,n € N, entonces:
I) AmAn — Am+n
i) (Am)" = Amn

Una matriz A no singular se dice que:
i) Es ortogonal si: AT = A1
ii) Es unitaria si: A* = A™1

Matriz idempotente: Una matriz de n x n es idempotente si se verifica que A*> = A. Esto implica que
A" = Avn € N. La matriz debe ser simétrica para ser idempotente, no todas las matrices simétricas
son idempotentes.

Ej.

Wl = W] =
>
(38}
|

WlNW N
Wl NW N
W] kW] =
Wl NW N
W kW] =
WlNW N
Wl kL W| =



Matriz involutoria: Una matriz de n x n es involutoria si se verifica que A% = 1,,.

Ej.
A=l =g I 1=l i

Matriz nilpotente: Una matriz de n x n es nilpotente si se verifica que A? = 0 (matriz nula). Esto
implicaque A" =0V n €N.

Ej.
A= 8]:A2 R
1 -1 0 -1 0 -1 0 0 0 0
A=|1 -1 0|; A%>= -1 0” -1 0]=[o 0 0]
2 =2 0 -2 0 0 0 0 0

Matriz periodica: Una matriz cuadrada A es periodica si existe p € N tal que AP™! = A. Ademas si p
es el menor nimero natural que cumple AP*! = A se dice que A es periodica con periodo p.

O Pt XY Pl | Pl I S Pl

Determinantes

El concepto de determinante surge antes que el concepto de matriz, en 1750 los trabajos de Cramer
orientados a la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, dan como resultado el concepto de
determinante.

Nota:
1. La matriz es un arreglo de numeros.
2. El determinante es un nimero.

Propiedades de un determinante
Teorema: Sea A=[aj] una matriz de n x n con elementos en C:

1) Si los elementos de una linea de A (renglén o columna) son todos nulos, entonces det A= 0.
2) Si B se obtiene de A multiplicando los elementos de una de sus lineas por un nimero A € C
entonces det B = A det A.
3) Si B se obtiene de A intercambiando 2 lineas paralelas (renglones o columnas), entonces
det B = -det A.
4) Si dos lineas paralelas de A son proporcionales, entonces det A = 0.
5) Si B se obtiene de A sumando a los elementos de una linea, los elementos de una linea paralela
multiplicados por un nimero A € C, entonces det B = det A.

Teorema: Si A=[aj] y B=[bj] son dos matrices de n x n con elementos en C, entonces:
i) detA= detAT

i) detAA = A" detA

iii) detAB = detAdetB



Célculo de determinantes

Regla de Sarrus
Este método se emplea Gnicamente para calcular determinantes de segundo y tercer orden.

Segundo orden:

a a
detA = 11 12

= ajjaz; —aza
ay azzl 11d22 — 21312

Tercer orden:

d11 d12  a13
detA=(az1 azy azs
431 a3z 433

= ajgiappazz t+aziazzasz +ajpazzazy; — azidzzaz — azpadzzaip — azzadz1dre

Ej. Determinar el valor de det Ay det B.

s 4 1 0 -3
A=| |;detA=—7 B=|-4 5 2/;detB=-5
-2 -3 1 =2 0

Regla de Cramer para laresolucion de sistemas de ecuaciones lineales

Para encontrar los valores de las incognitas de sistemas de ecuaciones lineales de orden 2 y 3, se
requiere un cociente de determinantes.

El numerador es el determinante que resulta al remplazar en la matriz de coeficientes, la columna
de la incégnita por el vector de términos independientes.

El denominador es el determinante asociado a la matriz de coeficientes.

Ej. Resolver a través de la regla de Cramer los siguientes sistemas.

a) 5X+3Y =5
AX+TY = 27 detA = 23: X=-2, Y=5
b)
X+1 _ Y-2
5 7 o _
X+4 Y-9 8 detA=3: X=4,Y=9
3 6 3

c) 2X+3Y+4Z =260
X+4Y+8Z = 330
4X+8Y+6Z = 510 detA=-34;X=50,Y=20,Z2=25



Desarrollo por cofactores

Aplicable al calculo de determinantes de cualquier orden y es el fundamento de todos los métodos
de aplicacion préctica.

Definicion: Sea A=[a;] una matriz de n x n con elementos en C.
i) Se llama "menor" (Mij) del elemento aij, al determinante de la matriz que se obtiene suprimiendo
enAalrenglén'i'yalacolumna'j'.
ii) Se llama cofactor (Cij) del elemento aij, al producto:
Cyj = (=)™ My

Definicion: Sea A=[a;] una matriz de mxn con elementosen Cyr € Z, tal que 1 < r < n, entonces:

) detA = XL ayCy
i) detA = YL ;. Cir

Ej. Calcular el determinante de la matriz A, utilizando el método por cofactores.

2 1 -5 2

_|4 -6 0 1
A= 0 2 -1 0
-1 6 -7 1

det A= 2C32 - C33 =27

Célculo de lainversa por medio de la matriz adjunta

Definicion: Sea A=[aj] una matriz de n x n con elementos en C y sea Cij el cofactor del elemento
aij. Se llama matriz adjunta de A, a la matriz:

Adj A = [bij], donde bij = Gji

Ej. Obtener la adjunta de la matriz A.

1 0 2
A=|3 -1 4]
2 1 0
—4 2 2
Ade=C]-i=[8 —4 2|; AAdjA=6l;; detA=6; = AAdjA = (detA)],
5 -1 -1

Teorema: Si A es una matriz de nxn con elementos en C, entonces:
A(Adj A)=(Adj A)A = (det A) In

Teorema: A existe si y solo si detA # 0.
1 1
A(Adj A) = (detA)ly; I = ——(A(Adj A)); Al=——AdjA

detA
1 0 2 1[4 2 2
A=1|3 -1 4| ~A1l==|8 -4 2]
2 1 0 5 -1 -1




